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1. Uvod 
1.1.  Ozadje problema 
Pri konstruiranju linijske konstrukcije se nam hitro zastavi vprašanje, kakšne konstrukcijske 
elemente izbrati ter kam in kako jih postaviti, da bo z vidika prenosa sil in napetosti v 
materialu material konstrukcije kar najbolje izkoriščen. S poznavanjem tega bi dobili 
konstrukcijo z najmanjšo možno maso ter s tem konstrukcijo z najmanjšimi stroški materiala.  
1.2.  Cilji 
Cilj zaključnega dela je pokazati metodologijo reševanja mešane linijske konstrukcije v 
ravnini z uporabo metode končnih elementov – MKE, kako priti do optimalne geometrije 
linijske konstrukcije in se spoznati s samo metodologijo optimiranja, z uporabo 
računalniških orodij in numeričnih metod.   
V računalniškem programu Wolfram Mathematica je potrebno izdelati delujoč program, ki 
omogoča reševanje ravninske linijske konstrukcije s poljubno postavitvijo palic v ravnini ter 
glede na izbrano geometrijo poiskati optimalno lego palic in optimalno velikost prerezov 
uporabljenih konstrukcijskih elementov.  
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2. Teoretične osnove in pregled literature 
2.1.  Osno obremenjeni linijski konstrukcijski elementi 
2.1.1. Splošna diferencialna enačba 
Diferencialno enačbo enoosnega osno obremenjenega konstrukcijskega elementa (2.1) 
izpeljemo na podlagi statičnega ravnotežja obremenitev, deformacijske konsistentnosti ter 
konstitucijskega obnašanja. Enačba v celoti določa spreminjanje funkcije osnega pomika in 
spreminjanje notranjih osnih sil. Primarna spremenljivka fizikalnega problema je osni 
pomik, sekundarna pa notranja osna sila [3].  
 
𝑑
𝑑𝑥
(𝐴(𝑥) ∙ 𝐸(𝑥) ∙ [
𝑑𝑢
𝑑𝑥
− 𝛼 ∙ ∆𝑇]) = −𝑛(𝑥) (2.1) 
2.1.2. Matrični zapis dvovozliščnega končnega elementa 
Enačba končnega elementa osno obremenjenega linijskega konstrukcijskega elementa (2.2) 
temelji na izpeljavi šibke integralske formulacije, kjer osnovno diferencialno enačbo 
pomnožimo s poljubno funkcijo, ki jo izberemo v skladu z Galerkinovim pristopom. Izkaže 
se, da mora biti poljubna funkcija dvakrat zvezno odvedljiva [3]. Nastalo enačbo nato enkrat 
integriramo po delih (per-partes). Tako dobimo enačbo šibke oblike integralske formulacije, 
v katero vstavimo primerno obliko poljubne funkcije in aproksimacijsko enačbo primarne 
spremenljivke ter enačbo rešimo. Kot rezultat dobimo enačbi končnega elementa, ki ju v 
matrični obliki zapišemo [3]. 
 
𝐸𝑒  𝐴𝑒
𝐿𝑒
 [
1 −1
−1 1
] {
𝑈1
𝑒
𝑈2
𝑒} = {
𝐹1𝑥
𝑒
𝐹2𝑥
𝑒 } (2.2) 
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2.1.3. Transformacija enačbe končnega elementa iz 1D v 2D 
Da rešimo sistem linijske konstrukcije v ravnini, moramo enačbo končnega elementa 
razširiti iz prostora z eno prostostno stopnjo na prostor z dvema prostostnima stopnjama.  
Togostna matrika dvovozliščnega končnega elementa, osno obremenjenega linijskega 
konstrukcijskega elementa v lokalnem koordinatnem sistemu, tako preide iz velikosti 2 x 2 
na velikost 4 x 4, kot je prikazano v enačbi (2.3), [1]. 
 
𝐸𝑒𝐴𝑒
𝐿𝑒
[
1 0
0 0
−1 0
0 0
−1 0
0 0
1 0
0 0
] 
{
 
 
 
 𝑈𝑥1
𝑒
𝑈𝑦1
𝑒
𝑈𝑥2
𝑒
𝑈𝑦2
𝑒
}
 
 
 
 
=
{
 
 
 
 𝐹1𝑥
𝑒
𝐹1𝑦
𝑒
𝐹2𝑥
𝑒
𝐹2𝑦
𝑒
}
 
 
 
 
 (2.3) 
 
Lokalni koordinatni sistem se nanaša na posamezni končni element in ima abscisno os (os 
x) usmerjeno v smeri osi elementa. Ker je običajno linijska konstrukcija v ravnini sestavljena 
iz več elementov, ki so po prostoru različno razporejeni, moramo matrike elementov iz 
lokalnega koordinatnega sistema preslikati v skupni oz. globalni koordinatni sistem. V 
globalnem koordinatnem sistemu so podane koordinate posameznih členkov oz. vozlišč in 
dimenzije elementov. Lokalni koordinatni sistem posameznega elementa je glede na 
globalni koordinatni sistem zasukan za določen kot 𝜙. 
Preslikavo matrike končnega elementa iz lokalnega v globalni koordinatni sistem izvedemo 
z uporabo transformacijske matrike.  
Enačba dvovozliščnega končnega elementa osno obremenjenega linijskega konstrukcijskega 
elementa v globalnem koordinatnem sistemu (2.4) dobi tako obliko [1]: 
 
𝐸𝑒𝐴𝑒
𝐿𝑒
[
 
 
 
 
cos2𝜙 cos𝜙 sin𝜙
cos𝜙 sin𝜙 sin2𝜙
−cos2𝜙 −cos𝜙 sin𝜙
− cos𝜙 sin𝜙 − sin2𝜙
−cos2𝜙 −cos𝜙 sin𝜙
− cos𝜙 sin𝜙 −sin2𝜙
cos2𝜙 cos𝜙 sin𝜙
cos𝜙 sin𝜙 sin2𝜙 ]
 
 
 
 
 
{
 
 
𝑈𝑋1
𝑒
𝑈𝑌1
𝑒
𝑈𝑋1
𝑒
𝑈𝑌1
𝑒 }
 
 
= {
𝐹𝑋1
𝐹𝑌1
𝐹𝑋2
𝐹𝑌2
} 
(2.4) 
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2.2.  Upogibno obremenjeni linijski konstrukcijski 
elementi 
2.2.1. Splošna diferencialna enačba  
Diferencialno enačbo upogibno obremenjenega konstrukcijskega elementa (2.5) izpeljemo 
na podlagi statičnega ravnotežja obremenitev, deformacijske konsistentnosti in 
konstitucijskega obnašanja. Enačba v celoti določa spreminjanje funkcije prečnega premika 
oz. upogibka in naklona upogibnice kot tudi spreminjanje notranjih prečnih sil ter 
upogibnega momenta vzdolž elementa. Fizikalne spremenljivke problema so štiri. Osnovni 
dve spremenljivki sta upogibek in naklon upogibnice, sekundarni pa upogibni moment in 
notranja prečna sila [3]. 
 
𝑑2
𝑑𝑥2
[𝐸(𝑥) 𝐼𝑦(𝑥) (
𝑑2𝑤
𝑑𝑥2
+ 𝛼 ∆ 𝜗ℎ(𝑥))] = 𝑝𝑧(𝑥) (2.5) 
 
2.2.2. Matrični zapis dvovozliščnega končnega elementa  
Enačba dvovozliščnega končnega elementa, upogibno obremenjenega konstrukcijskega 
elementa (2.6), prav tako temelji na izpeljavi šibke integralske formulacije. Z izbiro poljubne 
funkcije po Galerkinovem pristopu ter vstavitvijo le-te v šibko integralsko obliko enačbe 
dobimo štiri enačbe dvovozliščnega končnega elementa, ki jih uredimo v matrični zapis (2.6) 
[3]. 
 
𝐸𝑒  𝐼𝑦
𝑒
𝐿𝑒
3  
[
 
 
 
12 6 𝐿𝑒
6 𝐿𝑒 4 𝐿𝑒
2
−12 6 𝐿𝑒
−6 𝐿𝑒 2 𝐿𝑒
2
−12 −6 𝐿𝑒
6 𝐿𝑒 2 𝐿𝑒
2
12 −6 𝐿𝑒
−6 𝐿𝑒 4 𝐿𝑒
2 ]
 
 
 
 
{
 
 
𝑊1
𝑒
𝜙1
𝑒
𝑊2
𝑒
𝜙2
𝑒}
 
 
=
{
 
 
 
 𝐹1𝑧
𝑒
𝑀1𝑦
𝑒
𝐹2𝑦
𝑒
𝑀2𝑦
𝑒
}
 
 
 
 
 (2.6) 
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2.3.  Upogibno in osno obremenjeni linijski 
konstrukcijski elementi 
2.3.1. Značilnosti 
Upogibno in osno obremenjen linijski element predstavlja kombinirani konstrukcijski 
element palice in nosilca. V splošnem bi lahko rekli, da je večina nosilcev v praksi tovrstnih.  
Tovrstne konstrukcijske elemente rešujemo z uporabo diferencialne enačbe za osno in 
upogibno obremenjen konstrukcijski element.   
2.3.2. Matrični zapis dvo vozliščnega končnega elementa  
Kot že omenjeno gre za kombinacijo linijskega konstrukcijskega elementa, ki je hkrati 
obremenjen osno in upogibno, kar moramo upoštevati tudi pri reševanju problema z metodo 
končnih elementov. Posamezni enačbi končnega elementa (tako za osno kot upogibno 
obremenitev) moramo združiti v skupno matriko. V vsakem vozlišču elementa dobimo tako 
tri primarne spremenljivke problema: pomik v smeri osi elementa, upogibek in zasuk 
upogibnice. Torej dobimo za dvovozliščni končni element togostno matriko velikosti 6 x 6, 
kot je prikazano v enačbi (2.7).  
 
[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐴𝑒 𝐸𝑒
𝐿𝑒
0
0
12 𝐸𝑒 𝐼𝑦
𝑒
𝐿3
3
0 −
𝐴𝑒 𝐸𝑒
𝐿𝑒
6 𝐸𝑒 𝐼𝑦
𝑒
𝐿𝑒
2 0
0 0
−
12 𝐸𝑒 𝐼𝑦
𝑒
𝐿3
3
6 𝐸𝑒 𝐼𝑦
𝑒
𝐿𝑒
2
0
6 𝐸𝑒  𝐼𝑦
𝑒
𝐿𝑒
2
−
𝐴𝑒 𝐸𝑒
𝐿𝑒
0
4 𝐸𝑒 𝐼𝑦
2
𝐿𝑒
0
0
𝐴𝑒 𝐸𝑒
𝐿𝑒
−
6 𝐸𝑒 𝐼𝑦
𝑒
𝐿𝑒
2
2 𝐸𝑒 𝐼𝑦
2
𝐿𝑒
0 0
0 −
12 𝐸𝑒 𝐼𝑦
𝑒
𝐿3
3
0
6 𝐸𝑒 𝐼𝑦
𝑒
𝐿𝑒
2
−
6 𝐸𝑒 𝐼𝑦
𝑒
𝐿𝑒
2 0
2 𝐸𝑒 𝐼𝑦
2
𝐿𝑒
0
12 𝐸𝑒 𝐼𝑦
𝑒
𝐿3
3 −
6 𝐸𝑒 𝐼𝑦
𝑒
𝐿𝑒
2
−
6 𝐸𝑒 𝐼𝑦
𝑒
𝐿𝑒
2
4 𝐸𝑒  𝐼𝑦
2
𝐿𝑒 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
{
  
 
  
 
𝑈1
𝑒
𝑊1
𝑒
𝜙1
𝑒
𝑈2
𝑒
𝑊2
𝑒
𝜙2
𝑒}
  
 
  
 
=
{
  
 
  
 
𝐹1𝑥
𝑒
𝐹1𝑒𝑧
𝑒
𝑀1𝑦
𝑒
𝐹2𝑥
𝑒
𝐹2𝑦
𝑒
𝑀2𝑦
𝑒
}
  
 
  
 
 (2.7) 
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2.5.  Spojitev palice z nosilcem 
Mešana linijska konstrukcija je konstrukcija, ki je sestavljena iz nosilcev, ki so obremenjeni 
tako osno kot upogibno, in palic, ki so obremenjene izključno v osni smeri. Pri reševanju 
tovrstne konstrukcije moramo združiti togostni matriki osno obremenjenega linijskega 
elementa oz. palice in osno ter upogibno obremenjenega linijskega elementa oz. nosilca. 
Združitev matrik je možna le, če sta matriki enakih velikosti. Pri zlaganju lokalnih togostnih 
matrik posameznih končnih elementov v globalno togostno matriko moramo togostno 
matriko palice razbiti na posamezne člene in jih prišteti k pripadajočim členom togostne 
matrike nosilca. Končne elemente moramo razporediti tako, da bosta imela palica in nosilec 
na mestu spojitve skupno vozlišče s skupnimi neznankami (Slika 2.1).  
Da zagotovimo zveznost oz. konsistentnost konstrukcije pri prehodu iz enega končnega 
elementa v drug končni element, moramo upoštevati enakost med pomiki v abscisni in 
ordinatni smeri (2.8).  
 
𝑈𝑥𝑝2 = 𝑈𝑛2 = 𝑈2
𝑒 
𝑈𝑦𝑝2 = 𝑊𝑛2 = 𝑊2
𝑒 
(2.8) 
 
 
  
Slika 2.1: Spojitev palice in nosilca 
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2.6.  Iskanje optimuma 
Slovar slovenskega knjižnega jezika razlaga besedo »optimum« kot stanje, ki je glede na 
dane možnosti najugodnejše oz. najboljše.  
2.6.1. Optimizacijski proces 
Celoten potek optimizacijskega procesa je prikazan na praktičnem primeru v nadaljevanju.  
2.6.1.1.  Postavitev optimizacijskega problema 
Formulacija optimizacijskega problema se začne z opisnim formuliranjem problema, s 
katerim definiramo naše zahteve, cilje oz. želje, ki bi jih radi z optimizacijskim postopkom 
dosegli. 
Na Sliki 2.2 je potrebno poiskati optimalno konfiguracijo parametrov, ki vplivajo na celotno 
maso konstrukcije tako, da bo konstrukcija čim lažja. 
 
Slika 2.2: Primer optimizacijskega procesa 
1) Statični pogoj 
Zapisati je potrebno statični pogoj dane konstrukcije za določitev vseh neznank, ki se 
pojavijo pri reševanju. Reakcijske sile in diagram upogibnega momenta so prikazani na Sliki 
2.3 in v spodnjih enačbah (2.9). 
 
Slika 2.3: Reakcijske sile in diagram upogibnega momenta 
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∑𝐹𝑥𝑖 = 0;𝐴𝑥 +𝐵 ∙ cos𝛼 = 0 → 𝐴𝑥 = −𝐵 ∙ cos𝛼 
∑𝐹𝑦𝑖 = 0;𝐴𝑦 + 𝐵 ∙ sin𝛼 + 𝐹 + 𝑞 ∙ 𝐿 = 0 → 𝐴𝑦 = −𝐵 ∙ sin 𝛼 + 𝐹 + 𝑞 ∙ 𝐿 
∑𝑀𝑖(𝐴) = 0;𝐵 ∙ sin𝛼 ∙ 𝑥 − 𝐹 ∙ 𝐿 −
𝑞 ∙ 𝐿2
2
= 0 → 𝐵 =
𝐹 ∙ 𝐿 + 𝑞 ∙
𝐿2
2
𝑥 ∙ sin𝛼
 
(2.9) 
2) Največji upogibni moment 
Po prerezu posameznega intervala nosilca ugotovimo, da sta možna naslednja scenarija.  
V kolikor bo reakcijska sila 𝐴𝑦 pozitivna, je možno, da bo največji moment nastopil na mestu 
lokalnega ekstrema v 1. polju na dolžini 𝑥𝑐 =
𝐴𝑦
𝑞
. V kolikor bo reakcijska sila 𝐴𝑦 negativnega 
predznaka, lokalnega ekstrema v 1. polju ni, zato bo največji moment nastopil na dolžini x 
oz. na mestu priključitve palice na nosilec. Glej Sliko 2.3 in enačbi (Enačba 2.10 in Enačba 
2.11). 
𝑀𝑚𝑎𝑥𝐼 =
{
 
 𝐴𝑦 > 0;𝑀𝑚𝑎𝑥 =
𝐴𝑦
2
2 ∙ 𝑞
                         
𝐴𝑦 < 0;𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝐴𝑦 ∙ 𝑥 −
1
2
∙ 𝑞 ∙ 𝑥2
 (2.10) 
𝑀𝑚𝑎𝑥𝐼𝐼 = −𝐹 ∙ (𝐿 − 𝑥) −
𝑞 ∙ (𝐿 − 𝑥)2
2
 (2.11) 
2.6.1.2.  Optimizacijski parametri 
Na podlagi zahtev je potrebno identificirati serijo neodvisnih spremenljivk, ki so posredno 
ali neposredno povezane s cilji optimizacije. V našem primeru želimo poiskati tako 
konfiguracijo parametrov, da bo konstrukcija imela čim manjšo maso. Parametri, ki vplivajo 
na maso konstrukcije, se vežejo na velikost prereza konstrukcijskih elementov in njihovo 
dolžino. To so naslednji parametri: a  določa širino nosilca, h – določa višino nosilca, d – 
določa premer palice in x – določa mesto vpetja palice v nosilec in s tem posredno dolžino 
palice. Za boljše reševanje morajo biti parametri med seboj čim bolj neodvisni, zato bomo 
parameter a (širina nosilca) privzeli kot konstanto, ki bo pri reševanju podana kot podatek. 
Tako ostanejo trije parametri – h, d, in x, ki jih imenujemo optimizacijski parametri 
problema. 
 
2.6.1.3.  Ciljna funkcija 
V nadaljevanju moramo problem popisati z matematičnim modelom, običajno s skalarno 
funkcijo, s katero definiramo veličino, ki jo želimo optimirati. V našem primeru si želimo 
konstrukcije s čim manjšo maso, torej je smiselno, da definiramo tako funkcijo, ki bo 
določala celotno maso konstrukcije in bo hkrati funkcija izbranih optimizacijskih 
parametrov. Funkcijo imenujemo ciljna funkcija problema (ang. cost function) in je podana 
v enačbi (Enačba 2.12). 
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𝐶𝐹(ℎ, 𝑑, 𝑥) = 𝑚𝑁 +𝑚𝑃 = 𝜌(𝑎 ℎ 𝐿 +
𝜋 ∙ 𝑑2
4
∙ √𝐻2 + 𝑥2) (2.12) 
 
2.6.1.4.  Omejitve in zahteve 
V naslednjem koraku moramo postaviti omejitve in zahteve, ki morajo biti izpolnjene v 
optimalni rešitvi. Optimizacijska parametra h in d, ki določata velikost prereza, ne smeta biti 
negativni števili, parameter x, ki določa mesto vpetja palice, pa mora ležati na intervalu med 
0 in L. Omejitvene neenačbe so zapisane v enačbah (2.13). 
ℎ > 0 
𝑑 > 0 
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 
(2.13) 
Ne smemo pozabiti tudi na velikosti napetosti in sil, ki se pojavijo v konstrukcijskih 
elementih. Napetosti ne smejo presegati dopustnih vrednosti, v palici pa ne sme priti do 
uklona.  
 
1) Omejitev napetosti – dopustna napetost 
Napetost moramo omejiti tako, da največja upogibna napetost ne bo presegala dopustne 
vrednosti.  
𝜎𝑚𝑎𝑥 =
𝑀𝑚𝑎𝑥
𝑊
=
𝑀𝑚𝑎𝑥 ∙ 6
𝑎 ∙ ℎ2
≤ 𝜎𝑑𝑜𝑝 
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝑚𝑎𝑥{|𝑀𝑚𝑎𝑥𝐼|, |𝑀𝑚𝑎𝑥𝐼𝐼|} 
(2.14) 
2) Omejitev tlačnih sil v palici – kritična uklonska sila 
Kritično uklonsko silo izračunamo z Eulerjevo enačbo za elastični uklon, kjer naknadno 
upoštevamo še varnostni faktor 𝜈𝑢𝑘𝑙 (2.15). 
𝐹𝐾 =
𝜋2 ∙ 𝐸 ∙ 𝐼𝑚𝑖𝑛
𝑙𝑃
2 ∙ 𝜈𝑢𝑘𝑙
=
𝜋3 ∙ 𝐸 ∙ 𝑑4
64 ∙ (𝐻2 + 𝑥2) ∙ 𝜈𝑢𝑘𝑙
 (2.15) 
Če bo sila v palici manjša od kritične uklonske sile, se palica ne bo uklonila (2.16). 
𝐵 ≤ 𝐹𝐾 (2.16) 
2.6.1.5.  Izbira optimizacijske metode 
Optimizacijske metode so metode, ki nas na različne načine pripeljejo do najboljše možne 
rešitve danega problema. Skozi zgodovino so se razvile različne optimizacijske metode, ki 
jih lahko v splošnem delimo na iterativne in hevristične metode.  
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1) Iterativne metode 
Iterativne metode so metode, ki glede na izbrano začetno stanje sekvenčno generirajo vedno 
boljši približek in se tako po korakih približujejo končnemu rezultatu. Metoda se ustavi, ko 
se približek z dovolj veliko natančnostjo približa pravemu rezultatu. Če se približek 
približuje pravemu rezultatu, pravimo, da rešitev konvergira. Slabost tovrstnih metod je, da 
je uspešnost metode odvisna od izbranega začetnega približka. Med tovrstne optimizacijske 
metode sodijo metode, kot so: Newtonova in kvazi-Newtonova metoda, elipsoidna metoda, 
gradientna metoda, metoda notranjih točk itd. [4] 
 
2) Hevristične metode 
Osnovna ideja tovrstnih metod je generiranje zaporedja točk oz. približkov, kjer se vrednost 
ciljne funkcije v vsaki naslednji točki zmanjša. Ideja uporabe hevrističnih metod je ta, da 
znotraj določenega časovnega okvira najdejo kar najboljšo rešitev. Metode so predvsem 
uporabne takrat, ko so klasične metode prepočasne ali pa rešitve sploh ne najdejo. Pri 
hevrističnih metodah gre predvsem za hitrost iskanja rešitve, zato so lahko rezultati zelo 
nenatančni. Med hevristične metode sodijo metode, kot so: metoda diferencialne evolucije, 
vzpenjanje na hrib, Nelder-Meadova metoda, ki je uporabljena tudi v programu, itd. [4] 
 
3)  Nelder-Meadova optimizacijska metoda 
Zaradi enostavnosti metode in njenega razumevanja je v programu uporabljena Nelder-
Meadova metoda. Ta metoda je simpleksna metoda, kjer za iskanje ekstremov funkcije ne 
potrebujemo njenih odvodov. Namesto posameznih zaporednih približkov izračunavamo 
vrednosti ciljne funkcije v n + 1 točkah, ki predstavljajo oglišča politopa v n 
dimenzionalnem vektorskem prostoru. Oglišča politopa premikamo glede na vrednosti 
funkcije v teh točkah. V posamezni iteraciji se glede na največjo vrednost funkcije v nekem 
oglišču izvedejo naslednje poteze: zrcaljenje, širjenje, zunanje ali notranje krčenje ali pa 
oženje politopa. Glej Sliko 2.4. [2], [5] 
 
 
Slika 2.4: Koraki Nelder-Meadove metode 
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2.6.1.6.  Reševanje in optimizacija 
V prikazanem primeru lahko sistem rešimo tako eksaktno kot numerično. Sistem bo reševan 
na podlagi podatkov, podanih v enačbah (2.17): 
𝑎 𝑥 ℎ0 = 80 𝑥 300 𝑚𝑚 
𝑑0 = 50 𝑚𝑚 
𝐻 = 3000 𝑚𝑚 
𝐿 = 5000 𝑚𝑚 
𝐹 = 1000 𝑁 
𝑔 = 9,81
𝑚
𝑠2
 
𝜌𝑗 = 7800
𝑘𝑔
𝑚3
 
𝐸𝑗 = 210 000 𝑀𝑃𝑎 
𝜎𝑑𝑜𝑝 = 100 𝑀𝑃𝑎 
𝜈𝑢𝑘𝑙 = 2,5 
𝑞 = 𝜌𝑗 ∙ 𝑎 ∙ ℎ ∙ 𝑔  
(2.17) 
1) Eksaktno reševanje 
Ker je število neznank enako številu enačb, lahko sistem enolično rešimo in poiščemo 
optimalne vrednosti optimizacijskih parametrov.  
Za konstrukcijo je najbolj ugoden scenarij, ko je velikost upogibnega momenta iz prvega 
polja enaka velikosti upogibnega momenta iz drugega polja. Na podlagi tega lahko zapišemo 
naslednjo enačbo (2.18): 
𝑀𝑚𝑎𝑥𝐼(x, h) = 𝑀𝑚𝑎𝑥𝐼𝐼(x, h) = 
{
 
 
 
 𝐴𝑦 > 0; | 
𝐴𝑦2
2 ∙ 𝑞
|                         
𝐴𝑦 < 0; |𝐴𝑦 ∙ 𝑥 −
1
2
∙ 𝑞 ∙ 𝑥2|
= |−𝐹 ∙ (𝐿 − 𝑥) −
𝑞 ∙ (𝐿 − 𝑥)2
2
| 
(2.18) 
V optimalni konfiguraciji naj bi napetosti ter sile v konstrukcijskih elementih dosegle svoje 
dopustne vrednosti, zato lahko zapišemo še enačbi (2.19) in (2.20). 
𝜎𝑚𝑎𝑥(𝑥, ℎ)
𝜎𝑑𝑜𝑝
= 1 (2.19) 
𝐵(𝑥, ℎ)
𝐹𝑘(𝑥, 𝑑)
= 1 (2.20) 
Sledi reševanje sistema treh enačb s tremi neznankami. Na podlagi podatkov, podanih v 
enačbah (2.17), so optimalne velikosti optimizacijskih parametrov: 
𝑥 = 4882,83 𝑚𝑚 
ℎ = 9,39 𝑚𝑚 
𝑑 = 36,66 𝑚𝑚 
(2.21) 
Celotna masa konstrukcije znaša 76,47 kg. 
 12 
2) Numerično reševanje v programu Wolfram Mathematica 
Primer lahko rešimo tudi numerično v programu Wolfram Mathematica. S pomočjo že 
vgrajenih funkcij za iskanje ekstremov funkcije iščemo minimum ciljne funkcije, kjer 
upoštevamo vse omejitve in zahteve. Optimizacijski postopek izvajamo po »Nelder-
Meadovi« metodi.  
Na Sliki 2.5 sta prikazana del programske kode za optimizacijo ciljne funkcije in dobljena 
rešitev.  
 
 
Slika 2.5: Del programske kode za numerično reševanje primera z rezultati 
Rezultati, dobljeni z numeričnim reševanjem, so identični eksaktni rešitvi, numerična 
optimizacija je bila izvedena uspešno. Postopek reševanja zastavljenega primera v zaključni 
nalogi je podoben slednjemu. 
  
   
 13 
 
3.  Reševanje problema 
3.1.  Definiranje problema 
Za primer na Sliki 3.1 je potrebno izdelati delujoč program za reševanje mešanega sistema 
palic in nosilcev v ravnini z uporabo numerične metode končnih elementov – MKE v 
računalniškem programu Wolfram Mathematica. Program naj omogoča deloma poljubno 
spreminjanje geometrije konstrukcije s poljubno porazdelitvijo palic v konstrukciji 
(spreminjanje lokacije členkov palic). Program naj omogoča tudi izvedbo optimizacije 
konstrukcije. 
3.1.1. Opis konstrukcije 
- Konstrukcija na Sliki 3.1 je sestavljena iz dveh vzporednih nosilcev, ki ju med seboj 
povezuje osem palic, 
- spodnji nosilec (vozlišča 1–5) je na začetku in koncu podprt s fiksno členkasto podporo, 
ki preprečuje pomike v horizontalni in vertikalni smeri, 
- zgornji nosilec (vozlišča 6–12) je na začetku in koncu podprt s premično členkasto 
podporo, ki dovoljuje premike v horizontalni smeri, 
- nosilca sta pravokotnega prereza 𝑎1 × ℎ1 spodaj in 𝑎2 × ℎ2 zgoraj, 
- nosilca med seboj povezujejo palice okroglega prereza s premerom 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, 𝑑4, ki so 
označene simetrično glede na os obremenitve, 
- konstrukcija je obremenjena s točkovno silo, velikosti 𝐹 na sredini zgornjega nosilca, 
- kot obremenitev je upoštevana tudi lastna teža konstrukcije. 
 
Slika 3.1: Geometrija linijske konstrukcije 
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3.2.  Robni pogoji in pogoji konsistentnega prehoda 
3.2.1. Robni pogoji 
3.2.1.1.  Spodnji nosilec 
Spodnji nosilec je podprt s fiksno členkasto podporo, ki preprečuje obe translaciji in 
dovoljuje eno rotacijo. Posledično v vozlišču 1 in vozlišču 5 ni pomikov v horizontalni in 
vertikalni smeri, v vozliščih pa se ne pojavijo momenti. Robna pogoja za spodnji nosilec sta 
prikazana na Sliki 3.2 in zapisana v enačbah (3.1) ter (3.2). 
 
 
Slika 3.2: Robna pogoja spodnjega nosilca, vozlišče 1 in vozlišče 5 
(a) Robni pogoj – vozlišče 1 
𝑈1 = 0 → 𝐹𝑥1 = ? 
𝑊1 = 0 → 𝐹𝑦1 = ? 
𝜙1 = ?→ 𝑀1 = 0 
(3.1) 
 
(b) Robni pogoj – vozlišče 5 
𝑈5 = 0 → 𝐹𝑥5 = ? 
𝑊5 = 0 → 𝐹𝑦5 = ? 
𝜙5 =?→ 𝑀5 =  0 
(3.2) 
3.2.1.2.  Zgornji nosilec 
Zgornji nosilec je v vozlišču 6 in v vozlišču 12 podprt s premično členkasto podporo, ki 
dovoljuje pomik v horizontalni in preprečuje pomik v vertikalni smeri. Zaradi členkastega 
vpetja se v vozliščih ne pojavijo momenti. Robna pogoja za zgornji nosilec sta prikazana na 
Sliki 3.3 in zapisana v enačbah (3.3) ter (3.4). 
 
 
Slika 3.3: Robna pogoja zgornjega nosilca, vozlišče 6 in vozlišče 12 
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(a) Robni pogoj – vozlišče 6 
𝑈6 =?→ 𝐹𝑥6 =  0 
𝑊6 = 0 → 𝐹𝑦6 = ? 
𝜙6 =?→ 𝑀6 =  0 
(3.3) 
 
(b) Robni pogoj – vozlišče 12 
𝑈12 =?→ 𝐹𝑥12 =  0 
𝑊12 = 0 → 𝐹𝑦12 = ? 
𝜙12 =?→ 𝑀12 = 0 
 
(3.4) 
3.2.2. Pogoji konsistentnosti prehoda 
Da bo konstrukcija zvezna in bodo palice zares členkasto pritrjene na nosilec, moramo na 
stiku palice z nosilcem upoštevati pogoje konsistentnosti prehoda (Slika 3.4). Slednji 
opredeljujejo obnašanje primarnih in sekundarnih spremenljivk problema pri prehodu iz 
enega v drugo polje. Fizikalno konsistentnost oz. zveznost konstrukcije zagotovimo tako, da 
enačimo globalne primarne spremenljivke pri prehodu iz elementa v element. Glej enačbe 
(3.5). Upoštevati moramo tudi statično ravnotežje med sekundarnimi spremenljivkami in 
zunanjimi obremenitvami na mestu prehoda iz enega v drug element (glej Sliko 3.5 in enačbe 
(3.6)) [3]. Pogoje konsistentnosti bom prikazal le za 2. vozlišče. Za ostala vozlišča velja 
podobno. 
 
(a) Pogoj konsistentnosti primarnih spremenljivk – 2. vozlišče 
𝑈𝑥𝐾𝐸12 = 𝑈𝑥𝐾𝐸13 = 𝑈𝑛2 = 𝑈2 
𝑈𝑦𝐾𝐸12 = 𝑈𝑦𝐾𝐸13 = 𝑊𝑛2 = 𝑊2 
𝜙𝐾𝐸1 = 𝜙𝐾𝐸2 = 𝜙2 
(3.5) 
 
Slika 3.4: Pogoj konsistentnosti prehoda primarnih spremenljivk za 2. vozlišče 
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(b) Pogoj konsistentnosti sekundarnih spremenljivk – 2. vozlišče: 
∑𝐹𝑖𝑥 = 0; −𝑁𝐾𝐸1 +𝑁𝐾𝐸2 − 𝐹𝑥𝐾𝐸12 + 𝐹𝑥𝐾𝐸13 = 0 
∑𝐹𝑖𝑦 = 0; 𝑇𝐾𝐸1 − 𝑇𝐾𝐸2 + 𝐹𝑦𝐸12 + 𝐹𝑦𝐸13 = 0 
∑𝑀𝑖
(2)
= 0;𝑀𝐾𝐸1 −𝑀𝐾𝐸2 = 0 
(3.6) 
 
Slika 3.5: Pogoj konsistentnosti prehoda sekundarnih spremenljivk za 2. vozlišče 
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3.3.  Struktura programa 
Program je sestavljen iz devetih glavnih podprogramov (v nadaljevanju modulov) in vhodnih 
podatkov. Vsak modul nam glede na izbrane vhodne podatke vrne določeno informacijo, ki 
jo potrebujemo za reševanje zastavljenega problema. 
Nekateri moduli se delijo na dodatne podmodule, ki služijo predvsem za izpis bolj 
specifičnih informacij. Na Sliki 3.6 je predstavljena blokovna shema programa, v 
nadaljevanju pa bodo opisani posamezni moduli, omenjeni v blokovni shemi. 
 
 
Slika 3.6: Blokovna shema programa 
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3.3.1. Vhodni podatki 
Med vhodne podatke sodijo podatki o materialnih lastnostih, konstrukcijskih elementih in 
velikostih obremenitve. Sem spadajo tudi podatki o začetnih koordinatah posameznih 
vozlišč, končnih elementih itd. Na Sliki 3.7 je prikazana slika programa s podatki o 
materialnih lastnostih in konstrukcijskih elementih. 
 
 
Slika 3.7: Slika programa – vhodni podatki 
3.3.2. Modul – Koordinate vozlišč 
Modul koordinate vozlišč je sestavljen iz dveh podmodulov. Prvi podmodul nam glede na 
vhodne podatke vrne vektor s koordinatami vsakega vozlišča posebej, drugi podmodul pa 
nam glede na vhodne podatke vrne dolžino posameznega končnega elementa. 
Modul potrebujemo za določitev koordinat posameznih vozlišč, s pomočjo katerih 
izračunamo dolžino posameznega končnega elementa, ki jo v nadaljevanju potrebujemo za 
izračun togostnih matrik, povesov, napetosti, mase itd. Na Sliki 3.8 je prikazan opisan 
modul.  
 
 
Slika 3.8: Slika programa – Modul – Koordinate vozlišč 
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3.3.3. Modul – Togostne matrike 
Modul togostne matrike je sestavljen iz dveh podmodulov. Prvi podmodul nam vrne lokalno 
togostno matriko končnega elementa palice v globalnem koordinatnem sistemu. Drugi 
podmodul nam vrne lokalno togostno matriko končnega elementa nosilca z upoštevanjem 
upogiba in osnega pomika v globalnem koordinatnem sistemu. Glej Sliko 3.9. 
Modul potrebujemo za določitev lokalne togostne matrike posameznega končnega elementa 
v globalnem koordinatnem sistemu. Lokalne togostne matrike nato v nadaljevanju združimo 
v eno, globalno togostno matriko. 
 
 
Slika 3.9: Slika programa – Modul – Togostne matrike 
3.3.4. Modul – Geometrija konstrukcije 
Modul je namenjen zgolj izrisu linijske konstrukcije in je sestavljen iz dveh podmodulov. 
Prvi podmodul nam vrne izrisano, nedeformirano konstrukcijo z oštevilčenimi vozlišči, 
kotiranimi gabaritnimi dimenzijami konstrukcije, koordinatnim sistemom in točkovno silo s 
pripadajočo velikostjo. Drugi podmodul nam vrne izrisano upogibnico posameznega 
končnega elementa, ki jo sestavimo v zvezno krivuljo, za vsak nosilec posebej. V 
nadaljevanju kličemo modul tako, da se nam izrišeta oba podmodula na isti sliki hkrati. Glej 
Sliko 3.10.  
 
Slika 3.10: Slika programa – Modul – Geometrija konstrukcije: Izrisana konstrukcija z 
upogibnicama 
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3.3.5. Modul – Masa konstrukcije 
Modul je namenjen izračunu mase konstrukcije. Glede na zahtevane vhodne parametre nam 
modul vrne celotno maso konstrukcije, ki jo izračunamo s pomočjo dolžine KE, velikosti 
prereza in gostote materiala konstrukcijskega elementa. Na Sliki 3.11 je prikazana 
programska koda za izračun mase konstrukcije.  
 
 
Slika 3.11: Slika programa – Modul – Masa konstrukcije 
3.3.6. Modul – Reševanje 
Modul je namenjen reševanju problema oz. izračunu vseh primarnih in sekundarnih 
spremenljivk, ki v problemu nastopajo, in je sestavljen iz treh podmodulov.  
Prvi podmodul nam vrne vektor globalnih pomikov, povesov in zasukov vozlišč. Podmodul 
najprej izračuna lokalne togostne matrike posameznega KE in jih nato zloži v globalno 
togostno matriko. Temu sledi vektor globalnih pomikov, povesov in zasukov z 
upoštevajočimi robnimi pogoji in pogoji konsistentnega prehoda ter vektor vozliščnih 
obremenitev, upoštevajoč lastno težo. Sledi reševanje sistema enačb. 
Drugi podmodul služi za izpis globalnih pomikov in povesov, ki nam jih ločeno izpiše za 
zgornji in spodnji nosilec. Tretji podmodul nam izpiše vektor globalnih zasukov.  
Modul je na voljo v predlogi. 
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3.3.7. Modul – Napetosti 
Modul je namenjen izračunu napetosti v posameznem končnem elementu, ki jih izračunamo 
na podlagi vhodnih parametrov in na podlagi znanih rezultatov primarnih spremenljivk. 
Napetosti, ki so posledica osnih sil v posameznem KE, izračunamo s pomočjo Hookovega 
zakona in osnih pomikov vozlišč, napetosti, ki so posledica upogiba, pa izračunamo preko 
upogibnega momenta. Napetosti nato za vsak posamezni končni element med seboj 
seštejemo tako, da dobimo skupno oz. celotno napetost v končnem elementu. Modul nam 
vrne vektor z izračunanimi in predznačenimi napetostmi v posameznem končnem elementu 
(Slika 3.12). 
 
 
Slika 3.12: Slika programa – Modul – Napetosti: Del programske kode za izračun napetosti, ki so 
posledica osnih in upogibnih sil ter skupnih napetosti v posameznem KE 
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3.3.8. Modul – Uklon palic 
Modul je namenjen izračunu in kontroli uklona, ki se pojavi v tlačno obremenjenih palicah. 
Sestavljen je iz dveh podmodulov. Prvi podmodul nam vrne vektor kritičnih uklonskih sil 
palic. Kritična uklonska sila je izračunana po Eulerjevi enačbi za elastični uklon, pri čemer 
je naknadno upoštevan še 2,5-kratni varnostni faktor. Drugi podmodul služi izračunu 
notranjih osnih sil palic v lokalnem koordinatnem sistemu. Če bo notranja osna sila palice 
manjša od pripadajoče kritične uklonske sile, se palica ne bo uklonila. Koda za izračun 
kritične uklonske sile in notranje osne sile v lokalnem koordinatnem sistemu je prikazana na 
Sliki 3.13. 
 
 
Slika 3.13: Slika programa – Modul – Uklon palic: Del programske kode za izračun kritične 
uklonske sile in notranje osne sile palic 
  
 23 
3.4.  Optimizacija linijske konstrukcije 
V tem poglavju je podrobneje opisan optimizacijski postopek, dane mešane linijske 
konstrukcije v ravnini. Predstavljeni so cilji optimizacije, definirani so ciljna funkcija, 
omejitve, zahteve itd. 
3.4.1. Cilji optimizacije 
Cilj optimizacije je ta, da na koncu optimizacijskega procesa, ne glede na začetno 
geometrijo, dobimo linijsko konstrukcijo s tako izbiro konstrukcijskih elementov, da bo 
material konstrukcije kar najbolje izkoriščen. To pomeni, da bo imela konstrukcija v 
optimalni konfiguraciji najmanjšo maso, napetosti in sile v konstrukcijskih elementih pa ne 
smejo presegati dopustnih vrednosti. 
Primer uspešnega optimizacijskega procesa geometrije konstrukcije je prikazan na Sliki 
3.14, kjer po optimizacijskem procesu dobimo iz začetne, popolnoma naključne razporeditve 
palic, konstrukcijo z optimalno geometrijo, kjer so palice razporejene ekvidistantno, celotna 
masa konstrukcije pa je tako najmanjša.  
 
 
Slika 3.14: Primer uspešnega optimizacijskega procesa geometrije konstrukcije 
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3.4.2. Optimizacijski parametri 
Program je izdelan tako, da je mogoče optimirati zgolj tiste optimizacijske parametre, ki jih 
določimo sami glede na to, kaj želimo. V splošnem je mogoče optimirati horizontalne 
koordinate vozlišč palic X2, X7 in X8. Ostale koordinate se izračunavajo na podlagi le-teh 
tako, da je konstrukcija vedno simetrična glede na os obremenitve.  
Za optimizacijske parametre lahko nastavimo tudi premere palic D1, D2, D3, D4 in pa višine 
nosilcev spodaj in zgoraj, H1 in H2 (glej Sliko 3.15). Pri samem optimiranju moramo paziti  
na medsebojno odvisnost optimizacijskih parametrov, saj lahko maso konstrukcije 
zmanjšamo na več različnih načinov – npr. zmanjšamo velikost prerezov konstrukcijskih 
elementov, zmanjšamo dolžino palic itd. Če so optimizacijski parametri med seboj odvisni, 
program ne bo našel ustrezne rešitve. 
 
Slika 3.15: Konstrukcija z rdečo označenimi optimizacijskimi parametri 
3.4.3. Ciljna funkcija 
Ciljna funkcija je funkcija, ki definira celotno maso konstrukcije. Ker je slednja odvisna od 
vrednosti optimizacijskih parametrov, je določena posredno preko modula, saj se velikosti 
prerezov konstrukcijskih elementov in njihove dolžine spreminjajo iz iteracije v iteracijo 
(glej Sliko 3.16). Modul nam glede na trenutno vrednost optimizacijskih parametrov vrne 
vrednost celotne mase konstrukcije. 
Pri optimiranju si želimo, da je vrednost ciljne funkcije čim manjša – iščemo minimum 
funkcije. 
 
Slika 3.16: Slika programa – Podmodul – Ciljna funkcija – Masa 
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3.4.4. Omejitve in zahteve 
Ker matematika dovoljuje fizikalno gledano popolnoma nesmiselne rezultate, je potrebno 
optimizacijske parametre in s tem vrednost ciljne funkcije ustrezno omejiti. V nadaljevanju 
so predstavljene omejitve optimizacijskih parametrov in zahteve, ki morajo biti v optimalni 
konfiguraciji konstrukcije izpolnjene. 
3.4.4.1.  Omejitev optimizacijskih parametrov 
Optimizacijski parametri, ki se vežejo na postavitev palic v konstrukciji (X2, X7, X8), morajo 
ležati na intervalu 𝑋𝜖 [0,
𝐿
2
], pri čemer dolžina L predstavlja celotno dolžino konstrukcije. 
Poleg tega mora biti izpolnjen pogoj, da je koordinata 𝑋7 < 𝑋8. Če ti parametri presežejo 
omejitve, se palice v konstrukciji prekrižajo, kar pa zaradi samega reševanja z MKE ni 
zaželeno. Omejiti jih moramo tudi tako, da med seboj ne bodo nikoli enaki. V nasprotnem 
primeru pride do napake oz. nerešljivosti problema, saj je MKE-model, ki bi imel dolžino 
končnega elementa 0, nerešljiv.  
Za optimizacijske parametre, ki se vežejo na velikosti prerezov konstrukcijskih elementov, 
moramo zagotoviti, da bo prerez elementa pozitivno število, torej {𝐷1, 𝐷2, 𝐷3, 𝐷4} > 0. 
Višini nosilcev sta omejeni tako, da ima najmanjši možni prerez kvadratno obliko, torej 
𝐻1 ≥ 𝑎1 in 𝐻2 ≥ 𝑎2.  
3.4.4.2.  Zahteve 
Pri iskanju optimalne rešitve ne smemo pozabiti na kontrolo velikosti napetosti in sil, ki se 
pojavijo v elementih. Nosilce kontroliramo glede na skupno napetost zaradi osne 
obremenitve in upogiba. Vrednosti le-teh pa ne smejo presegati dopustne vrednosti. 
Napetosti kontroliramo ločeno za vsak nosilec posebej.  
Palice moramo kontrolirati tako na napetosti kot uklon. V kolikor je palica obremenjena 
tlačno, jo kontroliramo na uklon. Glede na trenutni premer palice in znano dolžino je 
potrebno izračunati kritično uklonsko silo in jo primerjati s pripadajočo osno silo v palici. 
Če je osna sila v palici manjša od kritične uklonske sile, se palica ne ukloni. Kritična 
uklonska sila se izračunava po Eulerjevi enačbi za elastični uklon, kjer je naknadno 
upoštevan še 2,5x varnostni faktor. 
Če je palica obremenjena natezno, jo kontroliramo glede na napetosti, ki ne smejo presegati 
dopustnih vrednosti.  
Napetosti in sile naj bi v optimalni konfiguraciji konstrukcije dosegle svojo dopustno 
vrednost.  
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3.4.5. Optimiranje ciljne funkcije – iskanje optimalne rešitve 
Optimum ciljne funkcije s pripadajočimi omejitvami iščemo s pomočjo vgrajenih orodij v 
programu Wolfram Mathematica. V nadaljevanju je predstavljen proces iskanja minimuma 
ciljne funkcije. 
3.4.5.1.  Minimum ciljne funkcije 
Pri iskanju minimuma ciljne funkcije si pomagamo z vgrajeno funkcijo za iskanje 
globalnega minimuma funkcije »NMinimize«. Tu je potrebno definirati ciljno funkcijo, 
optimizacijske parametre s pripadajočimi omejitvami, zahteve in optimizacijsko metodo. V 
našem primeru iščemo minimum funkcije po »Nelder-Meadovi« metodi. Za boljši pregled 
nad dogajanjem si lahko vrednosti optimizacijskih parametrov, ciljne funkcije ipd. sproti 
izpisujemo (glej Sliko 3.17). Ko program najde minimum ciljne funkcije, upoštevajoč vse 
omejitve, nam kot rezultat vrne vektor optimalnih optimizacijskih parametrov. Rezultate 
nato izpišemo v primerni obliki, na podlagi le-teh pa izrišemo konstrukcijo, upogibnici 
nosilcev in predstavimo rezultate. 
 
 
Slika 3.17: Slika programa – Podmodul – Optimizacija ciljne funkcije 
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4.  Rezultati in diskusija 
V nadaljevanju bodo prikazani in interpretirani rezultati reševanja mešane linijske 
konstrukcije v ravnini s pomočjo izdelanega programa. Predstavljena bosta dva primera z 
enakim začetnim stanjem, vendar različnimi optimizacijskimi parametri.  
4.1.  Definicija naloge 
Za dano geometrijo linijske konstrukcije s pripadajočimi podatki poišči optimalno 
konfiguracijo konstrukcije tako, da bo ta imela najmanjšo možno maso. Konstrukcija je 
sestavljena iz dveh jeklenih nosilcev, prereza 𝑎𝑖 𝑥 ℎ𝑖 in osmih palic premera 𝑑𝑖. Na sredini 
zgornjega nosilca je konstrukcija obremenjena s točkovno silo velikosti F. Ostali podatki so 
prikazani na Sliki 4.1 in podani v enačbah (4.1). 
𝐻 = 2,5 𝑚 
𝐿 = 30 𝑚 
𝑑1 = 𝑑2 = 𝑑3 = 𝑑4 = 100 𝑚𝑚 
𝑎1 𝑥 ℎ1 = 50 𝑥 350 𝑚𝑚 
𝑎2 𝑥 ℎ2 = 50 𝑥 350 𝑚𝑚 
𝐹 = 50 𝑘𝑁 
𝐸 = 210 000 𝑀𝑃𝑎 
𝜌 = 7800
𝑘𝑔
𝑚3
 
𝜎𝑑𝑜𝑝 = 100 𝑀𝑃𝑎 
(4.1) 
 
Slika 4.1: Podatki začetne geometrijske konstrukcije 
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4.2.  Reševanje 
4.2.1. Prvi primer 
4.2.1.1.  Definicija naloge 
Na podlagi danih podatkov v enačbah (4.1) in na Sliki 4.1 poišči optimalno konfiguracijo 
optimizacijskih parametrov, ki se vežejo zgolj na velikosti prerezov konstrukcijskih 
elementov. Palice naj bodo v konstrukciji porazdeljene ekvidistantno, kot je prikazano na 
Sliki 4.1. Optimizacijski parametri so: D1, D2, D3, D4 – premeri palic in H1, H2 – višini 
nosilcev. 
4.2.1.2.  Rezultat 
 
Slika 4.2: Rezultati optimizacijskega procesa – 1. primer 
Po pričakovanjih je do največjega povesa konstrukcije prišlo na mestu obremenitve, v 9. 
vozlišču, kjer poves znaša 19,4 mm. Največji poves spodnjega nosilca se prav tako pojavi na 
sredini in znaša dobrih 13 mm. Glede na to, da je dolžina konstrukcije 30 m, povesi niso 
pretirano veliki. 
Napetosti v spodnjem nosilcu so dosegle skoraj 67 % dopustne vrednosti, v zgornjem nosilcu 
pa so napetosti v KE, levo in desno od mesta obremenitve, dosegle dopustno vrednost.  
Tako napetosti kot tlačne sile so v palicah dosegle svojo dopustno vrednost. Palici, ki sta 
obremenjeni s tlačno silo, sta dosegli 100 % dopustne vrednosti. Napetost je v 2. in 7. palici 
dosegla 76 % dopustne vrednosti, v palicah na sredini (4., 5.) pa 100 % dopustne vrednosti.  
Celotna masa konstrukcije znaša 5 t. Glede na to, da tako napetosti kot sile v palicah dosegajo 
dopustno vrednost, lahko trdimo, da je naloga uspešno rešena.  
 29 
4.2.2. Drugi primer 
4.2.2.1.  Definicija naloge 
Na podlagi danih podatkov v enačbah (4.1) in podatkov, prikazanih na Sliki 4.1, poišči 
optimalno konfiguracijo optimizacijskih parametrov, ki se vežejo tako na velikosti prerezov 
konstrukcijskih elementov kot lokacije palic. Palice naj bodo v konstrukciji simetrično 
porazdeljene glede na os obremenitve, njihov prerez pa naj bo za vse palice enake velikosti. 
Optimizacijski parametri so: X2, X7, X8 – koordinate vozlišč, D1 – premer palic in H1, H2 
– višini nosilcev. 
4.2.2.2.  Rezultati 
 
Slika 4.3: Rezultati optimizacijskega procesa – 2. primer 
Palice so se po konstrukciji razporedile tako, da hkrati najbolje prenašajo obremenitve in 
zmanjšajo celotno maso konstrukcije. Glede na to, da se je 2. oz. 7. palica močno podaljšala, 
bi lahko sklepali, da se bo masa konstrukcije povečala, a se ni.  
Premer palic tako znaša 58 mm. Višina zgornjega nosilca se je zmanjšala na 40 %, višina 
spodnjega nosilca pa na 25 % prvotne vrednosti.  
Do največjega povesa pride ponovno na mestu obremenitve, v 9. vozlišču. Tu poves znaša 
dobrih 22,8 mm. Največji poves spodnjega nosilca znaša dobrih 22 mm.  
Tako v spodnjem kot zgornjem nosilcu so napetosti dosegle svojo dopustno vrednost. Tlačna 
sila v 1. oz. 8. palici je dosegla 99,5 % svoje dopustne vrednosti. Velikosti sil in napetosti v 
vseh ostalih palicah so v dopustnih mejah. 
Masa celotne konstrukcije tako znaša 3,47 t. V primerjavi s prvim primerom smo na tak 
način zmanjšali maso konstrukcije za dodatnih 1552 kg.  
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5.  Zaključki 
V zaključnem delu smo pokazali metodologijo reševanja mešane linijske konstrukcije v 
ravnini s pomočjo metode končnih elementov – MKE. Predstavili in pokazali smo, kako 
pretvoriti sistem z eno prostostno stopnjo na sistem z dvema prostostnima stopnjama, kako 
se skupaj zlaga togostne matrike različnih konstrukcijskih elementov, kako upoštevati 
pogoje konsistentnega prehoda, robne pogoje itd.   
Definirani in predstavljeni so bili osnovni pojmi optimiranja kot npr., kaj je ciljna funkcija 
problema, kaj so optimizacijski parametri in kako jih omejiti oz. kako postaviti določene 
pogoje, ki jih mora končna rešitev zajemati.  
Izdelan program je uporabniku prijazen in preprost za uporabo. Dobljeni rezultati so 
predstavljeni na jasen in pregleden način. Optimizacijski postopek je izdelan tako, da lahko 
izbiramo med skupaj devetimi optimizacijskimi parametri, ki jih lahko smiselno 
kombiniramo in jih v optimizacijski postopek vključimo glede na naše potrebe.  
Rezultati, ki jih dobimo po optimizacijskem postopku, so v veliki meri na meji svoje 
dopustne vrednosti, kar pomeni, da smo zares dosegli optimalno konfiguracijo 
optimizacijskih parametrov in s tem najmanjšo možno maso konstrukcije.  
 
Zaključna naloga je lahko vsekakor učni pripomoček tistemu, ki se želi seznaniti z 
metodologijo reševanja mešane linijske konstrukcije v ravnini z metodo končnih elementov. 
V pomoč je lahko tudi tistim, ki se želijo na grobo seznaniti z osnovami optimiranja in 
optimizacijskim procesom s pomočjo numeričnih orodij.  
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